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Mikroinstabilititen vom Spiegeltyp in inhomogenen Plasmen

Von D. Prirsca

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 17 a, 861—870 [1962] ; eingegangen am 9. August 1962)

The canonical momentum in the direction of the electrical current or an other ordered motion
is a constant of motion in the case of mirror type perturbations of plasma configurations in which
the current and the magnetic field are perpendicular to each other and in which all the macroscopic
quantities depend only on one coordinate in a rectangular system of coordinates, of which the
metrical tensor depends also on that coordinate only. This fact enables one, to discuss rather simply
the onset of instabilities of that kind of perturbations within the frame of a microscopic collision-
less theory. Several examples like plane and cylindrical z- and @-pinches and plane periodic con-
figurations without space charges or without currents are treated in this way. A special result is,
that at least a very wide class of the nonlinear electrostatic waves, found by Bernstein, GrREEN and

Kruskar ! are unstable.

Die vorliegende Arbeit befaflt sich mit dem Pro-
blem des Einsetzens von gewissen Mikroinstabilita-
ten in inhomogenen 2-komponentigen Plasmen. Die
makroskopischen Gleichgewichtsgroflen, wie Dichte,
Magnetfeld, elektrisches Feld und auch der metri-
sche Tensor, sollen nur von einer Koordinate in
einem orthogonalen Koordinatensystem abhéngen,
in dem der Strom oder eine andere geordnete Be-
wegung nur eine Komponente in Richtung einer
2. Koordinate besitzen soll. Beispiele dafiir sind
ebene oder zylindrische ©-Pinche und nichtstabili-
sierte z-Pinche. Die diskutierten Storungen sollen in
Richtung der geordneten Bewegung im Plasma kon-
stant sein. Nach Furrn, durch dessen Salzburger
Vortrag? die hier durchgefithrten allgemeineren
Uberlegungen angeregt wurden, kann man derartige
Storungen als solche vom Spiegeltyp bezeichnen, die
von Storungen entlang der Stromlinien, die man mit
Rosensrut 3 als Storungen vom Laxpauv-Typ be-
zeichnen kann, spezifisch verschieden sind. Die St6-
rungen vom Spiegeltyp haben im Gegensatz zu de-
nen vom Lanpau-Typ die Eigenschaft, den kanoni-
schen Impuls in Richtung der geordneten Bewegung
zu erhalten, wodurch es moglich ist, in einfacher
Weise das Einsetzen von Instabilitdten dieses Typs
zu diskutieren, und zwar in Form der Untersuchung
der moglichen Existenz stationdrer Nachbarlosungen
eines Gleichgewichts, die den Ubergang zu instabilen
Losungen darstellen. In diesem Sinn wird also ein
hinreichendes Kriterium fiir Instabilitdt angegeben.

1 J. B. Bernstriy, J. M. Greex u. M. D. Kruskar, Phys. Rev.
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2 H. P. Furtr, Conf. on Plasma Physics and Controlled Nu-
clear Fusion, Salzburg 1961, CN-10, 174. Siehe auch die

Im 1. Abschnitt wird die Methode allgemein ent-
wickelt, im 2. Abschnitt werden das thermodynami-
sche Gleichgewicht sowie z- und ©-Pinche als Bei-
spiele behandelt, ausfiihrlicher werden noch ebene
Anordnungen ohne Raumladungen oder ohne Strome
diskutiert.

1. Darstellung der Methode

Die Theorie wird in zwei Schritten entwickelt.
Zuniachst werden stationdre Nachbarlosungen eines
Gleichgewichts bestimmt; sodann wird untersucht,
ob diese Losungen einen Ubergang zu instabilen
Losungen darstellen.

1.1 Die stationdren Nachbarlosungen eines
Gleichgewichts

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem ¢,
g% ¢*, dessen metrischer Tensor nur von ¢! abhiingt,
werde ein im Gleichgewicht befindliches 2-Kompo-
nenten-Plasma der Teilchensorten a und b durch die
beiden Hamirron-Funktionen

HY = HY (¢, p§Y, 33, 03)

als Funktion von ¢! und der Geschwindigkeiten ¢;
beschrieben. py;*” sind die kanonischen Impulse je-
der Teilchensorte im ungestorten Plasma. Ein Ma-
gnetfeld sei nur in 2-Richtung vorhanden, ein elek-
trisches Feld in 1-Richtung. Dann lassen sich Losun-

v=ab (1)
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gen der stationdren Viasov-Gleichung in der Form
f(') H(’) p(v)) (2)

schreiben; sie ergeben einen Strom oder eine andere
geordnete Bewegung oder Anisotropie in 3-Richtung.
Im folgenden soll diese Klasse von Gleichgewichts-
l6sungen untersucht werden.

Wird eine Storung des elektrischen Potentials und
des Vektorpotentials in der Form

Dilql.q®). A(glg) (3)
eingefiihrt. dann sind
H®) =HY (g, pi)) + ™ Dy,
ps’=pb3 + (e®/c) Ay

neue Konstanten der Bewegung, so daf} ein zu (2)
benachbartes Gleichgewicht durch Verteilungsfunk-
tionen

(4)

16 (H™, p§) (5)

beschrieben wird. Daraus folgt. dal}

D= (P1 g A5, ) IVES. B (6)

Losungen der hinsichtlich der Storungen linearisier-
ten Viasov-Gleichungen sind; sie stellen noch nicht
die allgemeinsten Losungen dieser Gleichungen dar,
doch sind sie die fiir das Stabilitdtsproblem interes-
santen, die allgemeinsten Losungen unterscheiden
sich von den Losungen (6) nur durch Losungen des
homogenen Teils der linearisierten Viasov-Gleichun-
gen, also durch Ausdriicke, die @; und Ay, nicht
enthalten. @, und A4y sind Potential und Vektor-
potential der ungestorten Felder.

Die Funktionen (6) haben die Eigenschaft. dal}
sie durch einen nicht von der Teilchensorte und den
Geschwindigkeiten abhingigen linearen Operator
aus den ungestorten Losungen der Viasov-Gleichung
hervorgehen, so daB fiir die Anderungen von La-
dungs- und Stromdichte gilt

3 3
0= (q)1 30, + 43 ers) 00 (D, Ao3) ;
. 5] 3] .
J13= (@1 3, + 43 ajﬂ)]oﬂq)m-’f’og)v

0, und ji; charakterisieren das makroskopische
System. Damit beide Groflen konsistent mit der
Vwasov-Gleichung sind. missen sie z. B. bei einem

(7)

4 H. Vioux, Selbstkonsistente stationdre Lisungen der Viasov-
Gleichung fiir ein Zweikomponentenplasma, Diplomarbeit
aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitit
Miinchen 1961, unveriffentlicht.
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ebenen Problem aus einer erzeugenden Funktion
W (D, Ays) folgen (siehe z. B. %) :
SW(B,, 4 . W&,
Q= — (3%0 o > Joz= '(a({i; o) ; (8)

03

aullerdem miissen natiirlich @, und 4y; den durch
0y und jy3 bestimmten MaxwerLrschen Gleichungen
geniigen. Mit (7) und den MaxweLrLschen Gleichun-
gen erhilt man schlieflich als Gleichungen fiir @,

und A4

div grad @, = —4 7o, . 2% 5

(rotrotAy) ;= —J1s-
(9)

Kovariant geschrieben sehen diese Gleichungen fol-
gendermallen aus:

S gt ) o2 11 529,
A A + A 1\ 2
oqt Ve) 3¢ T8 Ve (Sq")*
99 1/ 32¢1
2 Ve - =—4mp
+8% Ve (Cg¥? o (9’
34 ' 324 9)
o o33 11 13 3 11 13
& (V ) 3q! +Vgg3 & @qh?
33 92 3%Ayy 4 a g3 .
+VEs e L=, &
&= 8ik ”‘ =811 822 833 -
n 2-Richtung ist ein Ansatz moglich
Dy, Ay ~exp {ik ¢*} (10)

Die Gln. (9) bzw. (9') stellen dann ein Eigenwert-
problem dar mit % als Eigenwert. Reelle Eigenwerte
k gehioren zu den moglichen stationdren Nachbar-
l6sungen.

1.2 Nichtstationdre Nachbarlésungen zu stationdren
Storungen

Zu einem durch (10) definierten Wellenvektor %,
der von einem diskreten Eigenwert fiir eine statio-
nire Storung um ein infinitesimales 0k abweicht,
kann es nur nichtstationdre Losungen der lineari-
sierten Gleichungen geben. Im folgenden wird das
zeitliche Verhalten von Losungen fiir infinitesimale
ok untersucht und damit die Frage, ob die unter 1.1
diskutierten Stérungen instabile Nachbarlésungen
besitzen.

Die zeitabhiingige Viasov-Gleichung kann in der
Form

=0 (11)
geschrieben werden. Der Klammerausdruck bedeutet
die Porsson-Klammer, H ist die gestorte Hamrrron-
Funktion; der Index fiir die Teilchensorten ist un-
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terdriickt. Fiir die Losung wird angesetzt

f=1fo(H, p3) +;

fo ist dieselbe Funktion wie in Gl. (2); es ist aber
hier bequemer, die Impulse und nicht die Geschwin-
digkeiten als Variable zu verwenden. Einsetzen von
(12) in (11) fiihrt dann in linearer Naherung auf

Sy | CH, 3f, .
5 T o ag T [Ho91=0,

Hi=e® — (efc) A, v;

H, ist die ungestorte Hamivron-Funktion, H, ist
deren Storung durch Potential und Vektorpotential.
Fiir [H, , ¢] kann auch geschrieben werden

[(Hy, ¢l=Hop, (14)

wobei dann H, ein linearer antihermitescher Opera-
tor ist. Seine Eigenwerte sind daher rein imagindr.
Auflerdem bilden sie ein Kontinuum. Da namlich
H, die Koordinate ¢ nicht enthilt, ist H, nach
q?, p» separierbar, so dal} die Eigenfunktionen be-
ziiglich ¢* und p, proportional zu

exp {ik ‘12} 0(ps—Ps)

sind, woraus additive Bestandteile der Eigenwerte

der Grofle

(12)

(13)

(15)

(i/m) Py k (16)

folgen. Dem Ansatz (10) entspricht ein fester Wert £,
so daB fiir £ = 0 das Kontinuum durch P, beschrie-
ben wird.

Mit dem Zeitansatz

@, Py, Ay ~gted (17)
folgt aus (13) und (14)
_ o 3f,
=" jw+H, "1 H" (16}

Ladungs- und Stromdichten ergeben sich hieraus
durch entsprechende Integrationen iiber den Ge-
schwindigkeitsraum. Da H, nur rein imaginire
Eigenwerte besitzt, die fiir £+ 0 durch (16) be-
schriebene kontinuierliche Bestandteile enthalten, lie-
gen fiir reelle @ in (18) Pole beziiglich p, oder v,
vor. Im Sinne eines Anfangswertproblems sind die
Integrationen zur Berechnung der Ladungs- und
Stromdichten zunachst so durchzufiihren, dafl o
einen negativen Imaginarteil besitzt; von den so ent-
stehenden Ausdriicken hat man dann fiir beliebige »
die analytischen Fortsetzungen zu nehmen. Dadurch
ergeben sich beim Einsetzen der Ladungs- und
Stromdichten in die Maxwgerr-Gleichungen keine
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reellen Eigenwertgleichungen fiir », auler wenn an
den Polstellen von (18) das Residuum verschwindet.
Es fragt sich dann, ob und wann diese Gleichungen
instabile Losungen besitzen konnen.

Im thermodynamischen Gleichgewicht z. B. gibt
es fiir £+ 0 sowohl fiir die longitudinalen wie fiir
die transversalen Wellen nur geddmpfte Wellen. Wie
im 1. Beispiel gezeigt wird, existieren in diesem
Fall aber keine stationdren Losungen. Im Falle, daf}
es stationdre Storungen gibt, kann man Nachbar-
l5sungen zu diesen im Rahmen einer Storungsrech-
nung diskutieren. Die in den linearisierten Glei-
chungen auftretenden Glieder proportional zu 0k
oder @ oder Potenzen von beiden werden als Sto-
rungen behandelt, in denen die ungestorten, also
vom stationdren Nachbarproblem her bekannten
Funktionen und k-Werte einzusetzen sind. Damit
werden sie zu inhomogenen Termen in den Max-
weLL-Gleichungen, deren homogener Teil identisch
mit dem stationdren Problem ist. Die Bedingung,
daf} die inhomogenen Glieder zusammengenommen
orthogonal zu den Losungen der adjungierten homo-
genen Gleichung sind, ergibt die Dispersionsbezie-
hung in der niedrigsten Ordnung in 6k. Wenn der
Eigenwert k fiir die stationdre Losung verschieden
von Null ist, ist sie wegen (18) im allgemeinen von
der Form

k Ok~ w; (19)
der Proportionalitatsfaktor mufl nach dem Voran-
gegangenen im allgemeinen komplex sein, wobei
wegen der Invarianz gegeniiber Zeitumkehr noch
die schirfere Aussage gilt, dall er rein imaginar
sein muf}; denn der Imaginarteil des Proportionali-
tatsfaktors rihrt, wie oben beschrieben, von den
Polen im Ausdruck fiir ¢ her. Die zeitumgekehrte
Losung, die durch — beschrieben werden muf3,
wird durch umgekehrtes Umfahren dieser Polstellen
bei der v,-Integration erhalten, wodurch aber nur
der Imaginarteil und nicht auch der Realteil des Pro-
portionalitatsfaktors sein Vorzeichen dndert, so dal3
der Realteil verschwinden muf}. Es gibt also immer
ein Vorzeichen von 0k beziiglich %k, dem eine in-
stabile Losung entspricht.

Es konnte sein, dal das zu @ proportionale Glied
verschwindet, so dall in (19) hohere Potenzen von
o stehen, dann gibt es natirlich auch immer in-
stabile Losungen. Das zu £ dk proportionale Glied
kann dagegen nie verschwinden, wenn das homogene
Problem rein hermitesch oder antihermitesch ist, da
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es dann aus dem Integral iiber das Absolutquadrat
der stationédren Storungslésung resultiert, und all-
gemeiner dann nicht, wenn die Losungen des adjun-
gierten homogenen Problems nicht samtlich ortho-
gonal zu den Losungen des homogenen Problems
sind. Die Orthogonalitit ist dabei gemiB Gl. (9)
mit einer vom metrischen Tensor abhingigen Ge-
wichtsfunktion definiert, die fiir ein kartesisches Ko-
ordinatensystem 1 ist.

Ist £ =0 der betrachtete Eigenwert des stationi-
ren Problems, dann hat in (19) statt %k 6k nun
(0k)? zu stehen. In diesem Fall ist es daher nicht
in der oben geschilderten einfachen Weise moglich,
auf die Existenz instabiler Losungen zu schlief3en.

Die Argumentation, wie sie voranstehend benutzt
wurde, ist auch im Falle entarteter Eigenwerte k
moglich, wobei die Orthogonalititsbedingungen be-
ziiglich der angepaliten Eigenfunktionen erfiillt wer-
den miissen. Im allgemeinen ergibt sich iiber die
verschiedenen angepaliten Funktionen dann eine
Aufspaltung der entarteten Zustinde fiir 0k = 0.

Insgesamt ergibt sich also, dafl von Null verschie-
dene diskrete Eigenwerte k des stationiren Problems
Uberginge zu instabilen Losungen darstellen, falls
nicht alle Lésungen des adjungierten Problems zum
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selben k-Wert orthogonal zur betrachteten Losung
sind.

Liegt ein Kontinuum von Eigenwerten k vor
— das ist z.B. moglich, wenn das Gleichgewicht
eine Wellenstruktur besitzt (siehe Abschn. 2) —,
dann kann es sein, dal} die verschiedenen k-Werte
des Kontinuums verschiedene Zweige der Disper-
sionsbheziehung darstellen. In diesem Fall gilt der
voranstehende Satz auch fiir kontinuierliche Eigen-
werte k. Fir ein Gleichgewicht mit rdumlich perio-
discher Struktur ist dies in der Tat der Fall. Die
Translationsinvarianz ergibt némlich als Losungs-
form fiir beliebiges w fiir jedes k

D, , Ay3=exp {ik; q'} % Period. Funktion von ¢!

(20)
mit beliebig reellem %, . An jede durch % charakteri-
sierte nicht kontinuierlich entartete stationdre Lo-
sung schliefit sich also ein Kontinuum nichtstationa-
rer Losungen an °. Ebenso gilt das Umgekehrte, dal}
bei festgehaltenem nicht kontinuierlich entartetem £,
in Abhéngigkeit von % ein Kontinuum nichtstationa-
rer Losungen in der Umgebung einer stationdren
Losung existiert. Die im Vorangehenden beschrie-
bene Methode entspricht gerade der Bestimmung
dieser Nachbarlosungen.

2. Beispiele

2.1 Das Thermodynamische Gleichgewicht

Als eine Art Priifstein fiir die im Vorangehenden beschriebene Methode werde als erstes das thermo-
dynamische Gleichgewicht betrachtet. Es wird beschrieben durch Verteilungsfunktionen

o) [ mB e el) Dy |
fo~exp = hr k| =l
Damit ist jo=0, ogp=e®n® exp { = ,e(z)fo } +e® n®) exp { — e(z)TqS" } , (22)
wobei fiir @;=0 auch g, verschwinden soll. Fiir @; und A4, ergeben sich somit die ungekoppelten Glei-
chungen
92 K a2 _ D J0, _ 4 7 e(a)2 n(a) _iﬂe(b)zn(b) 5 32 0 a?) —0.
(ay2 ‘ 822) Py=—da 3P, #=0 ( kT ke )P (ayz - i) Az=0- (23)

In der Gleichung fiir @, treten auf der rechten Seite die Desye-Lingen A und (") der beiden Teilchen-

sorten auf. In y-Richtung wird der Ansatz

D, ~elhy, A ~elky (24)
gemacht, so dal} fiir £ das Eigenwertproblem folgt
29, _ (R +A@~2 4 0)=2) @ | 3241, —k2A,,. (25)
922 9z2

Es existieren also keine von Null verschiedenen positiven Eigenwerte fiir k%, die Instabilitit bedeuten wiir-
den, was in Ubereinstimmung damit ist, dal das thermodynamische Gleichgewicht stabil ist.

> Fine kontinuierliche Entartung konnte durch k; beschrie-

ben sein.
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2.2 Der neutrale ebene z-Pinch

In spezieller Form liegt hierfiir eine Diskussion von Furta! vor, der fiir die eine Teilchensorte die
Masse m =0 und die Temperatur 7=0 angenommen hatte. Hier sollen m® und m® beliebig sein, da-
gegen wird weiterhin angenommen, daf} das Plasma im ungestorten Fall neutral ist. Die ungestorten Ver-
teilungsfunktionen, die eiIie derartige Situation beschreiben, seien

) e | n;(»)f( 5 o] e®) |
fo)~exp |~ S hTE v2—2 9" (v-i— P Ay, (z) ) [ - (26)
Die Plasmaanordnung ist neutral fir v® @ /T® —®) ¢®)/T®) (27)
Fir die ungestorte Stromdichte ergibt sich somit

- ) [ e(a) p(a)

0:=2 e® nyv® exp 1 il . A¢)z(x) i (28)
demzufolge fiir 4y, (z) die Gleldlunrr gilt

Phos , _ goEe) ne® oo |y SN v l
o Rkt p eXP | + 70 Ay, () |- (29)
< 47 e(@)2n y(a)? 2 _SE e(a) 71)(3-)

Mit YO =0" r=0¢, ET@ ¢ Ao, (x) =D () (30)
geht sie iiber in d2D/d&? = — 2€P. (31)
Die Lésung ist D=Dy—21In Cos(e??§); (32)

D, kann dabei ohne Beschriankung der Allgemeinheit Null gesetzt werden.

Ist D, die Storung von D (eine Stérung von @ muf} verschwinden, das ist analog zum vorangehenden
Beispiel), so gilt gemd} (7) und (9) die Gleichung

8201 2§2D1 A S C ~elky
e + 0 e 2D,e’=—-2D,—— i 95 (33) und mit D;~e (34)
die hermitesche Eigenwertgleichung 1 D, 1 ( -~ (kd)2+ 1 ,,‘) D=0
2 3g Cos2 & ’

Diese Gleichung ist identisch mit Furtus Gleichung! (36).
Man kann sie mit einer ScuroDINGER-Gleichung vergleichen, wobei
E=—%+(k06% wund U= —1/Cos?& (35)
Energieeigenwert und potentielle Energie des Teilchens sind, das durch diese Scuropinger-Gleichung be-

schrieben wird. Im vorliegenden Fall interessiert die Existenz negativer Eigenwerte fiir £. Da das Minimum
von U gleich —1 ist, muf} fiir die Existenz eines Eigenwertes sicher

=3 (k&%) <1 (36)
sein. Der einzige negative Eigenwert fiir £, dem also ein Ubergang zu instabilen Losungen entspricht, ist
E=—% mit D;=1/Cosé. (37)

AuBerdem ist E=0 ein zuldssiger Eigenwert, der aber im Rahmen der hier durchgefiihrten Untersuchun-
gen keine Aussage tiber Stabilitdt zulaft.

»Potentielle Energie“ und Eigenwert sind fiir einen Vergleich mit spateren Beispielen in Abb. 1 dar-
gestellt. — ~ bedeutet Ubergang zum thermodynamischen Gleichgewicht, das stabil ist, so daB zu ver-
muten ist, daB fiir k2 02 < 1 instabiles Verhalten vorliegt.

1 f—=— 2 3

O e S E

|~

Abb. 1. Potentielle Energie U (£) =—1/Cos*>& und Energie-
eigenwert E beim neutralen ebenen z-Pinch der Gl. (26).
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2.3 Der neutrale ebene @-Pinch

Ein im ungestérten Zustand neutraler ©-Pinch kann z. B. durch Verteilungsfunktionen folgender Art
beschrieben werden

0 exnl m0) 2 ) e(v) ) 2 B e({) @, }
fo'~exp|— 5 6 (v Ly <v2 + oy g A0 (2) 2k TG (38)
- om () 2 2 ) ( ] }y(v) e w' 2 B ;'(l') m0) el») )2 5 F(vﬁ) @0
exp 2k T (v; +v,2+ (14+9™) (v, + 1+7®) mb) e 0z ) 1+7®) 2k T6) (m e 0~ 3% 76
s (a) (a)2 (b) (b)2
it v e _ 7 e @Dy=0. (39)

1+y@ m@) T@ — 14p0) mb) Td)’

Das bedeutet. dali o, identisch in Ay, verschwindet, so daf} sich wieder keine Kopplung zwischen A, und
@, ergibt. Die ungestorte Stromdichte ist

4x . y@)  wpa)? ny(b) T(b) [ y(a) m(a) e@ \2 5 |
= — — Ap(1+ ™ ~) exp { — - : 2t 40
;10 I4y@ ¢ "-( T onp@ T(n)) I | 14y@ 2kT@ \ m@ c) AOZ] (40)

Darin ist m,'*" die Plasmafrequenz der Teilchensorte a bei der Dichte n,¥, die die Dichte bei x =0 be-
deuten soll; dabei ist 4y,(0) =0 angenommen.

Mit p@)  wp@? (1 L m® T(b)) _s2 Fo_g  ®  mW ( e(@ )2‘432 D s (41)

1+y@) c? ny(a) T(a) 0 1+y@ 2k T@ \ m@ ¢,
ergibt sich fiir D (&) die Gleichung
“1"’,2 —D(&) exp{ —D2(&)}, (%’;)‘z: (D)2 —exp { =D}, D& > 1; (42)
dg2 &

D/, charakterisiert das Magnetfeld fir §— %+ o . 1/D.; ist das  der Anordnung. Die Losungen von
(42) sind monoton, z. B. monoton wachsend und antimetrisch; asymptotisch gilt D (&) =D, & &— oo
Fir f=1 ist in Abb. 2 die Losung dargestellt.

Aus (42) ergibt sich fiir die Storung D; von D bei einem Ansatz D;~e'”*? fiir die y-Abhingigkeit
die hermitesche Eigenwertgleichung

3+ IO $ (k2 — (3~ D*(§) )exp { ~D*(H)}) Dy =0, (43)
so dal} wie in Abschn. 2.2 wieder eine ,,Energie® E und eine ,potentielle Energie® U (&) durch
E=—}(k0%), U(@)=(E-D%*8))exp{—-D*(&)} (44)

definiert werden konnen. U(&) ist in Abb. 3 qualitativ dargestellt. Der Abszissenmalistab ist wegen der
Eigenschaften von D im wesentlichen &/} . Fiir f— 0 schrumpft die vorhandene Mulde beziiglich & im-

3 : Rig! < Abb. 2. Vektorpotential D(£) und Magnetfeld D’(§) beim
‘ ebenen ©-Pinch der Gl. (28) fiir f=3.
\
| 7
2 A ]
D) uré)
} o 1 2 3
: A - -
| .
0 |
1 2 3 Abb. 3. Potentielle Energie U(§) =(3 —D?(£)) exp{ —D2(%) }

§ beim ebenen G-Pinch der Gl. (28) (qualitativ).
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mer mehr zusammen, so dal es sicher einen 5-Wert gibt, bei dem es keine negativen Eigenwerte fiir £ bzw.
positive Eigenwerte fiir 2 mehr geben kann. Kleines 5 wirkt sich also stabilisierend aus im Sinne der
hier durchgefiihrten Betrachtung. Eine Abschitzung fiir den niedrigsten Eigenwert fiir £ erhdlt man nach
dem ,Korrespondenzprinzip* (WBK-Methode) durch

¢ LV2(E-U(é))di=2a"4, (45)

wobei iiber einen Hin- und Hergang der Bahn des ,,Teilchens“ zu integrieren ist. Wegen des monotonen
Verhaltens von D (&) kann statt iiber & auch iiber D integriert werden. Bei Integration nur iber einen Hin-
gang ergibt sich also

D,

EHD e DY gn, & (46)
V (1/f) —exp (—D? 2y2

o

Dy und D, sind untere und obere Nullstelle des Zahlers.

Der instabilste Fall ist f =1, aulerdem wird der Maximalwert des Integrals innerhalb des zuldssigen
E-Bereiches fiir £=0 erreicht. Es kann also nur dann Losungen geben, wenn

Lt _D¥Y2)dD> T —111 47
/ V1—exp(—D?) s~ i 2y2 (47)
1/y2

ist. — Das Integral 146t sich leicht nach oben abschdtzen; mit D?/2 =z geht es iiber in

Mz osdos oo dr—emii=0,775; (48)
J VYl—e 2z .
1/4 1/4
Es ist also etwa um den Faktor 1,43 kleiner als gemifl (47) notig wire. Der betrachtete ebene ©-Pinch
ist also nach dieser Abschdtzung im Sinne der hier durchgefiihrten Betrachtung stabil.

2.4 Der zylindersymmetrische neutrale ©-Pinch

Ein neutraler zylindersymmetrischer ©-Pinch ist nur noch unter sehr speziellen Bedingungen moglich,
da man fir die Kompensation zweier verschieden vom Ort abhingiger Krifte, nimlich des thermischen
Druckes und der Zentrifugalkraft der Strome, nicht wie in den vorangegangenen Beispielen mit einem
Parameter auskommt, um gleiche Elektronen- und Ionenverteilung zu erhalten. Als ungestorte Verteilungs-
funktionen werden gewdhlt

o) _omb) e 2,900 pfp. o € 4
fo’~ exp 5 L6 (v,. + v+ v°+ 2w x(v¢+ m“‘)cAu,,(r)) ; (49)
Die Ladungsdichte verschwindet identisch in Ao, fir
@2 m®T® — B2 m®T® und w0 @[T — ® ¢b)/T®) (50)
das ist nur moglich, wenn T@JT®) — (e@2/e®)2) (m®b)/m@) (51)
gilt. Fiir die ungestorte Stromdichte ergibt sich dann
4. AT @), ) e(0)2 m@)\ [ ela) “L@), o m(a)w(a)zrr% }
g Jw=— eV m o1+ e Tay) P @ T gk ) P
so daf fur Ao, die Gleichung besteht
d1d _ A7 ) (a) e(0)2 m(a) ) . [ e@® w@) _ m) w@2r2)|
i r ar T A=t = e a @O T Ut e S O | — S, krw ) %)

Die Definitionen

4_  CkT® e®2 m) o () w(@) - m®) w@2e _ 5 -
0= " wf m® (1+ @ m®)’ -2 krwe  Awl)=0D(), rrw o 94)

”
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d 1 d

fihren sie iiber in 5o n s & D(o) = +oexp{—0D+a%g}. (55)
Entsprechend ergibt sich fiir die Storung D; von D die Gleichung

3 123 23Dy _ o B 2 2

So o Be eD+0* "t = —®exp{—0D+a’ 0%} Dy, (56)
was mit dem Ansatz Dy~emikz (57)

in die hermitesche Eigenwertgleichung

1 2 1 3 kzb-) 1 2 2 9 1
'2”(8892_’_980@)014_(7 2 *2*(—9'9XP{—('D+1"J'}f 92)D1=O (58)

tibergeht. Das entspricht wieder einem quantenmechanischen Problem mit dem Energieeigenwert £ und
der potentiellen Energie U

E=—k8/2, U= (1/0® —o%exp{—0D+0a202}. (59)
Gl. (55) kann einmal integriert werden: Multiplikation mit — (2 gt — ’1 ddo (o D)) ergibt
1(1d 2\2_ 1 _ 8
2 (b @D 20— L (C—exp{—oD+22¢?)) (60)
oder 2(%2- (0D—a20?) =+VC—2exp{—(0D—020%)}, (61)
woraus 0D —a20®= —A;—In2+21InCos(}0%exp {A4y/2}), C=4e (62)

folgt, wobei wieder ohne Beschrankung der Allgemeinheit 4,= 0 gesetzt werden darf.

Der damit resultierende Verlauf der potentiellen ~ Zur Untersuchung dieser Gleichung auf die Existenz
Energie gemall Gl. (59) ist in Abb. 4 dargestellt. positiv reeller Eigenwerte & sei

Die Gl. (58) fiir D, geht mit (62) iiber in x=0%*2, oD;=y(x) (64)
d(1d — k262 20° - eingefiihrt. Aus der Gleichung fiir D, wird dann
dg(g dQQD‘) 7 Dit s gy Pr=0- " dy k2o : 1

(63) KRy, 2
da? 2z TCoszry 0. (65)
3
Fiir 2 62=0 sind die beiden unabhingigen Losun-
gen dieser Gleichung
Ulp)
yy=Tanz. y,=a2Tanxz—1. (66)
2
Wegen der Regularitatsforderung bei =0 kann
sich eine Losung fiir %62+ 0 nur an y, anschlie-
Ben. woraus folgt, dall von Null verschiedene positiv
1 reelle Eigenwerte £* 0% nicht existieren.
Fiir k2 0%>=0 ist die Gleichung fiir y identisch mit
Gl. (34), dort besteht aber keine entsprechende Regu-
; 2 3 larititsbedingung wie hier, so daf dort der Anschluf}
0 g an y, moglich ist, der zu dem einen von Null verschie-
=" | denen dort zuléssigen Eigenwert fiihrt.
k? 6> = 0 ist hier gerade noch ein moglicher Eigen-
wert; mit ihm ist
-1 2
S Dy(g) = L Tan 2.,
A . (67)
Abb. 4. Potentielle Energie U (9)= (1/02) —2 02/Cos?(0%/2) By e S e L Tl - 1

beim zylindersymmetrischen neutralen &-Pinch der Gl. (49). Qo 0? 2 Cos2(02/2) ’



MIKROINSTABILITATEN VOM SPIEGELTYP IN INHOMOGENEN PLASMEN

so daf} das Integral

[Bi.odo< ~ (68)
0

ist. Aus £ =0 kann aber im Rahmen der vorliegen-
den Untersuchung nicht auf Instabilitdt geschlossen
werden.

2.5 Der zylindersymmetrische neutrale z-Pinch

Als ungestorte Verteilungsfunktion wird betrachtet

(69)
e Au(n))].

mo) ¢

m)

(v) = -
fo' ~exp 2k T

(vr? + 2t v22
+20™ (u; +

Wie beim ebenen z-Pinch erhialt man Neutralitat fur

@ era)/T(a) = v(b) el,b)/T(b) . (70)
Die ungestorte Stromdichte ist daher
4x . o dael®nyv@ | [ e@ p@ \
Joe(r) =2 = B | kT@ ¢ Ay (r) [
(71)
so daf} fir 4, die Gleichung gilt
1 aﬁ ’ 78” P 4 7 e(@) n, v(a) (72)
r or  Or c
. | e(a) p(a) |
eXP | S 7@ ¢ Ao.,(r)J ;
die mit
4,;,;}),,0 VR g2, r=dg,
A a 2 s
ela) p(a) A ‘ D (73)
LT@ ¢ Oz(r) = (Q)
in L2 ot D=z (74)
o 3o - 2o

erhalt man daraus

o}

& p— _gept2z 1 (aD, +2)2:c—2e0+“
d22 2 % —
(76)
und damit
D= —2x+Dy—2InCos(eP?x), (77)

wobei Dy=0 gesetzt werden kann. Fiir e? ergibt

sich also der Ausdruck
- O T S (78)

0® Cos?lno
Fir die Storung D, von D gilt somit die Gleichung
(30201 S)n-2en,. ()

08 %80 ¢ 32
was mit dem Ansatz D;~el™? (80)
in die hermitesche Eigenwertgleichung
1 3 3 m? _ _9.,D
(esres—%)P=-2"2 @V
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tibergeht. Mit p=e? (82) erhidlt man daraus
o2 2 _ o pt2rp _ —2
(faﬁ—m )Dl_ 258Dy = =2 D, (83)

Diese Gleichung ist identisch mit (34), so daf} ge-
mil (37) genau 2 erlaubte Eigenwerte m? existieren

(84)

Wegen der Diskretheit von m kann die Betrachtung
unter 1.2 hier nicht angewendet werden. Es kann
also aus m?>=1 nicht auf Instabilitit geschlossen
werden. Durch einen Grenziibergang zum thermo-
dynamischen Gleichgewicht wird auch eher der um-
gekehrte Schlufl nahegelegt. Dieser Grenziibergang
kann durchgefiihrt werden, wenn man entsprechend
der Bedeutung von m
mn~2ad/i

m2=0, m>=1.

(85)

setzt, wobei /4 die Wellenlinge am ,,Plasmarand* o
ist. 60— o, also auch m— o . ist daher stabil.
Durch die vorliegende Rechnung ist also keine In-
stabilitat angezeigt.

2.6 Einige allgemeine Aussagen fiir ebene
Geometrien ohne Raumladung

Im ebenen Fall folgt nach (8) ¢, und j, aus einer
erzeugenden Funktion, die nur von @; und A4, ab-
hdngt und nicht mehr explizit von der Koordinate ¢'.
Wenn dann identisch in 4, gilt
_ SW(Dy, Ay)

3, =

®,=0

(86)

o=

dann gibt es keine Kopplung zwischen 4,3 und @, .
Ay; befolgt eine , klassische Bewegungsgleichung*
mit der ,,potentiellen Energie®

W (Ay) = — (4aje) W(0, Ays) (87)
der Form
Aii(q") = =T L AL () =W,; (88)
03 -

dabei entspricht ¢! der Zeit. Die Gleichung fiir A4

1 .. k1 3 (Ag) —s
A+ (= TR ) -0 (89)
ist hermitesch und entspricht einer SCHRODINGER-
Gleichung mit

E=—1k, U=—3(3W/3452).

Damit negative Eigenwerte E existieren konnen, muf}
wenigstens in einem gewissen Bereich O2W/34,2
positiv sein. Es gibt nun Magnetfeld-Plasmakonfigu-
rationen, bei denen C2W//3A,2 immer grofler als

(90)
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Null ist und auch im Limes grofler x nicht nach Null
strebt, das sind gewisse rdumlich periodische Kon-
figurationen (siehe Abb. 5). In diesem Fall gibt es
im allgemeinen fiir £ Eigenwertskontinua.

Ap —=

Abb. 5. Die erzeugende Funktion W' (A4,) fiir rdumlich perio-
dische Strukturen.

Liegen sie wenigstens zum Teil bei negativen
Energien. dann sind sie nach den Ausfihrungen in
Abschn. 1.2 instabil; das gilt also insbesondere fiir
rein sinusformige Strukturen. die durch W~ A4,?
beschrieben werden.

Auch beim z-Pinch kann die zweite Ableitung von
W stets positiv sein. sie muB} aber fiir | ¢! — ~
gegen Null gehen (siehe Abb. 6). so dal} nicht not-

Abb. 6. Die erzeugende Funktion W (4,) fiir ebene z-Pinche.

wendig negative ,Energieeigenwerte® existieren:
wenn sie existieren. dann sind sie jedenfalls diskret.

3 . . . s ~ 9
Beim ebenen @-Pinch kann schlieflich 32W/34,?

nicht mehr tberall positiv sein (siehe Abb. 7). Da

Abb. 7. Die erzeugende Funktion W (A4,) fiir ebene &)-Pinche.

das ,klassische* Teilchen. dessen Geschwindigkeit
das ungestorte Magnetfeld bestimmt. sich sehr lang-
sam im Bereich negativen C2JF//OA4,*> bewegt, gibt
es fir das quantentheoretische Teilchen gegebenen-
falls einen dicken Potentialberg. so dal} bei Vor-
liegen eines negativen Eigenwertes dieser fast 2-fach
entartet sein wird.

Fiir den ebenen ©-Pinch gilt auch ganz allgemein,
dal} sich kleines f stabilisierend im Sinne der vor-
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liegenden Theorie auswirkt. Fiir sehr kleines f folgt

namlich aus (88)
Ayg~V2Wy=By(), Agpg=By()q', (91)

und etwas genauer durch Iteration der Gl. (88)

B.2(¢') =B.2(~) —2W(B.(~) ¢"). (92)
Fiithrt man
2 W(Aoe.) =ﬂBz2(N) f(Ao:x/Bz(N))- fg 0.(93)

an Stelle von W ein und ist f(0) =1 der Maximal-
wert von [, dann ist

p(g') = (B:2(~)/87) f(q")

die Druckverteilung und f ist das normale Plasma-f3,
definiert durch

(94)

. Pmax (=2
P= pa<) = (95)

Weiter folgt aus (93)
O W [3A45s=p(3*f(g")/(3¢")3),  (96)

so daf} eine ,,Potentialmulde® fiir das ,,ScHRODINGER-
Teilchen* fiir 5 — 0 beliebig klein wird. Fiir §— 0
kann es also beim ebenen ©®-Pinch keine stationdren
Nachbarlosungen geben. die einen Ubergang zu in-
stabilen Losungen darstellen.

2.7 FEinige allgemeine Aussagen fiir ebene
Geometrien ohne Stréme

Wenn ji; identisch in A4y3 verschwindet und o,
unabhingig von Ay, ist, dann reduzieren sich die
Gln. (9) zusammen mit (10) auf eine Gleichung
fiir @, . die im ebenen Fall unter Berticksichtigung
von (8) folgendes Aussehen hat:

1 @d, 1 dﬂu'(dio)>( -
2 (dg")? ( T dd,? =0 (91}

mit 4 7 W (D, Ayg) = =W (Dy), E= —K3/2. (98)
D, befolgt eine ,klassische Bewegungsgleichung*
d2Dy/ (dg?)2= — dW (D) [d D, . (99)

Damit besteht volle Analogie zu den in 2.6 dis-
kutierten Fillen, so daf} hier die entsprechenden Aus-
sagen wie dort gelten. Insbesondere ist also auch
eine grofle Klasse stationdrer elektrostatischer Wel-
len, wie sie von BernsTtEIN, GREEN und Kruskar!
angegeben wurden, instabil. Dabei ist aber zu be-
achten, dafl} diese Instabilitat sich auf 2-dimensionale
Storungen bezieht, bei denen im zeitabhingigen Fall
auch Magnetfelder auftreten konnen, und nicht auf
eindimensionale, rein elektrostatische Storungen.

Herrn Prof. Dr. A. Scuriiter danke ich herzlich fiir
wertvolle Diskussionen.



